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� PROBLEMA 1

Un filo metallico di lunghezza l viene utilizzato per delimitare il perimetro di un’aiuola rettangolare.
a) Qual è l’aiuola di area massima che è possibile delimitare?

Si pensa di tagliare il filo in due parti e utilizzarle per delimitare un’aiuola quadrata e un’altra circolare.
Come si dovrebbe tagliare il filo affinché:
b) la somma delle due aree sia minima?
c) la somma delle due aree sia massima?

Un’aiuola, una volta realizzata, ha la forma di parallelepipedo rettangolo; una scatola, cioè, colma di terre-
no. Si discute di aumentare del 10% ciascuna sua dimensione. Di quanto terreno in più, in termini percen-
tuali, si ha bisogno?

� PROBLEMA 2

Si considerino le funzioni f e g determinate da f (x)� log x e g (x)�ax 2, essendo a un parametro reale e il
logaritmo di base e.
1. Si discuta, al variare di a, l’equazione log x�ax 2 e si dica, in particolare, per quale valore di a i grafici

di f e g sono tra loro tangenti.
2. Si calcoli, posto a�� e 2, l’area che è compresa fra i grafici di f e g (con x�0) nella striscia di piano

determinata dalle rette di equazioni y��1 e y��2.
3. Si studi la funzione h(x)� log x�ax 2 scegliendo per a un valore numerico maggiore di �

2

1

e
� e se ne di-

segni il grafico.

� QUESTIONARIO

Si narra che l’inventore del gioco degli scacchi chiedesse di essere compensato con chicchi di grano: un
chicco sulla prima casella, due sulla seconda, quattro sulla terza e così via, sempre raddoppiando il nume-
ro dei chicchi, fino alla 64a casella. Assumendo che 1000 chicchi pesino circa 38 g, calcola il peso in ton-
nellate della quantità di grano pretesa dall’inventore.

I poliedri regolari - noti anche come solidi platonici - sono, a meno di similitudini, solo cinque: il tetrae-
dro, il cubo, l’ottaedro, il dodecaedro e l’icosaedro. Sai dimostrarlo?

In un piano sono dati una retta r e due punti A e B a essa esterni ma situati nel medesimo semipiano di
origine r. Si trovi il più breve cammino che congiunga A con B toccando r.
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Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
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Si dimostri che l’equazione sen x�x�1 ha una e una sola radice � e, utilizzando una calcolatrice tascabi-
le, se ne dia una stima. Si descriva altresì una procedura di calcolo che consenta di approssimare � con la
precisione voluta.

Si dimostri che la somma dei coefficienti dello sviluppo di (a�b)n è uguale a 2n per ogni n �N.

L’equazione risolvente un dato problema è: k cos 2x�5k�2�0 dove k è un parametro reale e x ha le se-
guenti limitazioni: 15°�x�45°. Si discuta per quali valori di k le radici dell’equazione siano soluzioni del
problema.

Bruno de Finetti (1906-1985), tra i più illustri matematici italiani del secolo scorso, del quale ricorre
quest’anno il centenario della nascita, alla domanda: «che cos’è la probabilità? » era solito rispondere: «la
probabilità non esiste! ». Quale significato puoi attribuire a tale risposta? È possibile collegarla a una delle
diverse definizioni di probabilità che sono state storicamente proposte?

Un tiratore spara ripetutamente a un bersaglio; la probabilità di colpirlo è di 0,3 per ciascun tiro. Quanti tiri
deve fare per avere probabilità �0,99 di colpirlo almeno una volta?

Della funzione f (x) si sa che è derivabile e diversa da zero in ogni punto del suo dominio e, ancora, che:
f �(x)� f (x) e f (0)�1. Puoi determinare f (x)?

Tenuto conto che:

�
�

4
� ��1

0
�
1�

dx

x 2�

calcola un’approssimazione di � utilizzando uno dei metodi di integrazione numerica studiati.
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Durata massima della prova: 6 ore.
È consentito soltanto l’uso di calcolatrici non programmabili.
Non è consentito lasciare l’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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� PROBLEMA 1

a) Poiché la lunghezza del filo rappresenta il perimetro del rettangolo che delimita l’aiuola, detti b, h ri-
spettivamente la base e l’altezza di tale rettangolo (figura 1), vale:

b�h� �
2

l
� .

Scelta b come incognita, si ha h� �
2

l
� �b, quindi la funzione area da massimizzare risulta la seguente:

�(b)�b ���
2

l
� �b���b2 � �

2

l
� b, b��0; �

2

l
��.

Il grafico di �(b) è una parabola con la concavità rivolta verso il basso e vertice di ascissa �
4

l
� . Quindi il

massimo della funzione è l’ordinata del vertice, cioè:

max
b��0; �

2
l
��

�(b)����
4

l
����

1

l

6

2

� .

Si tratta del caso in cui l’aiuola ha la forma di un quadrato di lato �
4

l
� .

b) Si indica con x la parte del filo che si usa per delimitare l’aiuola di forma quadrata. La lunghezza del

lato del quadrato Q è dunque �
x

4
� .

Di conseguenza, la lunghezza della circonferenza che delimita l’aiuola � di forma circolare è l�x ; si ri-
cava quindi il raggio r :

2�r� l�x � r��
l

2

�

�

x
� .
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f (1) � 0,841�0 e f (2) ��0,090�0.

Pertanto, per il teorema degli zeri, esiste almeno un punto � tale che f (�)�0. Inoltre, poiché:

f �(x)�0 �x� ]1; 2[,

il punto � è unico. Per stimare il valore di � si può procedere, per esempio, con il metodo di bisezione e
si ottiene la seguente tabella.

Si può proseguire così fino alla precisione voluta (la soluzione alla quarta cifra decimale è �� 1,9346).

Lo sviluppo della potenza n-esima di un binomio si può ottenere con la formula del binomio di Newton:

(a�b)n��
n

k�0
� �an�k bk�� �an�� �an�1 b�…�� �bn.

La somma dei coefficienti dello sviluppo della potenza n-esima del binomio si ottiene ponendo a�1 e
b�1:

(1�1)n�� ��� ��…�� �.
Si ha quindi:

� ��� ��…�� ��2n.

Per k�0 l’equazione diventa 2�0 che è impossibile; si può quindi dividere per k�0 e diventa:

cos 2x��
5k

k

�2
� ,

che (con le limitazioni espresse in radianti) equivale
al sistema:

�
Risolviamo il sistema graficamente (figura 15).
Si trova:
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a f (a) b f (b) �
a �

2
b

� f ��a �

2
b

��
1 0,841 2 �0,090 1,5 0,497

1,5 0,497 2 �0,090 1,75 0,234

1,75 0,234 2 �0,090 1,875 0,079

1,875 0,079 2 �0,090 1,938 �0,005

� Figura 15.
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Pertanto l’equazione ammette una sola soluzione per:

�
2

5
� �k��

4(�3�
97

�10)
� .

Tra le varie definizioni di probabilità che sono state storicamente proposte vi è quella soggettiva che si usa
per gli eventi per i quali non è possibile calcolare teoricamente il numero dei casi favorevoli e possibili e
non si può sottoporre l’evento a prove sperimentali ripetute nelle stesse condizioni. Essa viene applicata in
vari casi reali, ad esempio se si vuole stimare la probabilità di vittoria di una squadra di calcio a un torneo.
La valutazione soggettiva porta a considerare il calcolo della probabilità come a una scommessa; essa è
definita come la misura del grado di fiducia che una persona attribuisce al verificarsi di un evento E secon-
do la sua opinione. Il valore si ottiene effettuando il rapporto tra la somma P che si è disposti a pa-

gare in una scommessa e la somma V che si riceverà nel caso in cui l’evento si verifichi: p (E )� �
V

P
� .

Bruno De Finetti è il matematico italiano che ha fissato i fondamenti della concezione soggettiva della pro-
babilità; affermando che la probabilità non esiste intendeva forse dire che non esiste in modo oggettivo,
cioè uguale per tutti, poiché, come già detto, in varie situazioni è possibile esprimere solo valutazioni sog-
gettive e quindi personali sul verificarsi di un evento.

La probabilità di colpire il bersaglio è p�0,3 e di mancarlo è q�1�p�0,7. La probabilità di non colpirlo
mai in n tiri è qn� (0,7)n, perciò quella di colpire almeno una volta in n tiri è la probabilità contraria
1� (0,7)n. Si tratta ora di determinare il minimo intero n tale che:

1� (0,7)n�0,99 � (0,7)n�0,01.

Passando ai logaritmi si trova:

log(0,7)n� log(0,01) � n log(0,7)��2 � n���
log(

2

0,7)
�� 12,9.

Quindi il tiratore deve compiere 13 tiri per colpire il bersaglio almeno una volta.

Una funzione reale f, diversa da zero in ogni punto del suo campo di esistenza, che soddisfa la condizione
f �(x)� f (x) è la funzione esponenziale f (x)�ke x, con k reale. Imponendo la condizione f (0)�1, risulta:
k�1 e f (x)� e x, x�R.
Qualora si abbiano competenze sulle equazioni differenziali, si può risolvere il problema considerando

l’equazione �
d

d

x

y
��y.

Separiamo le variabili:

�
d

y

y
��dx � ln�y��x�c � y�ke x con k reale.

Imponendo la condizione y (0)�1, risulta y� e x.

Per il calcolo approssimato di � si può utilizzare il metodo dei rettangoli.
Dividendo l’intervallo [0; 1] in n�5 parti uguali, si ottiene:
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ovvero �� 3,35. Aumentando il numero n si può migliorare l’approssimazione.
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